HKBL TD 4 : Entiers, sommes, récurrences 2024-2025

* *
Exercice 1

Calculer a I’aide d’un ou plusieurs changement d’indice :

1) éx“ 4) i (k — 10) 7) Ssin <k£> + an_:l sin (T)

k=10 k=1 k=n+1
n 11
2k i

2) > (n—k)? 5 3 In (4) " (1 . 12>

k=3 k=2 k=2 k
3) szfl 6) Herf’n,

k=1 k=0

* %k

Exercice 2

Calculer les sommes suivantes :

1) >3 3) Z% 5) Z(—l)"’(Z)

k=2 k=0 k=0
2 v . 4 —
) Ze , avec x € ) Z ok 6) (k)
k=1 k=0 k=1

* X %
Exercice 3

Calculer les sommes doubles suivantes :

) Y 2t 2) Y max(i,j) 3) > li—jl

0<i,j<n 1<ij<n 1<ij<n

Exercice 4

20x

T 2%-g
On consideére la suite (u,,) définie par ug = 3 et pour tout n € N, up11 = f(up)

On consideére la fonction f: R — R définie par f(x)

1) Montrer que I'intervalle [0, 5] est stable par f, c’est & dire montrer que
Ve e (0,5, f(z)el0,5]

2) Montrer par récurrence que Vn € N, 0 < up1q1 < up < 5.
3) En déduire que la suite (u,) converge vers un réel £.

*
Exercice 5

3u,
Up +1°
En vous inspirant de 'exercice précédant, étudier la convergence de la suite (u,). On pourra commencer par montrer
que pour tout n € N, 0 < u,, < 3.

On consideére la suite (u,) définie par ug = 2 et u,1 =

*
Exercice 6

Soit a € [—m/2,7/2]. On consideére la suite (u, ) définie par ug = 2cosa et up11 = /2 + Uy,.

Montrer par récurrence que pour tout n € N, u,, = 2 cos (27)

*
Exercice 7

On considére la suite (S,,) définie pour tout n € N* par
. 1
S, =S -
; k(k+1)(k+2)

k=1

& 13
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1) Etudier le sens de variation de la suite (S),)

1 1
2) Montrer par récurrence que Vn € N*, S, = i~ 2(71+1—)(Tz—|—2)
3) En déduire que (S,,) converge et préciser sa limite.

*

Exercice 8

1) Montrer que pour tout n € N* on a
12— nn+1)(2n+1)
B 6

ol
-
i

2) En déduire la valeur de Z(2k)2 et Z(2k +1)2.
k=1 k=1

* %

Exercice 9

o (2

k=1

Montrer que pour tout n € N* on a

puis calculer

Zn:(% +1)?

k=1

* X

Exercice 10

Simplifier ’expression suivante :

flz) = kljlcos (2%)

*

Exercice 11
La suite de Fibonacci est la suite définie par Fy =0, F} =1, et

Vn € N, Fn+2 = Fn+1 =+ Fn

1 ((1+v5\ [1-v5)
Montrer que pour tout n € N, on a F,, = — V5 — V5
V5 2 2

*

Exercice 12

Soit (uy,) la suite définie par ug =5, u1 = 21 et upt2 = 6upy1 — Yy
Mountrer que pour tout n € N, u,, = 3"(5 + 2n).

* x

Exercice 13

Soit (uy,) la suite définie par ug =1, u3 =1 et

1 1
Vn €N, U2 = gun+1 + gun

n—1
1) Montrer que Vn € N*, u,, < <2) .

2) En déduire la limite de (u,,) lorsque n tend vers +oo.
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* X

Exercice 14

Soit f : N — N une application injective telle que Vn € N, f(n) < n. Montrer que f = Idy
*x X

Exercice 15

Soit (uy,) la suite définie par

6 n
up =3 et Vn>1, un+1:3n+3+2n+1;7¢k

Montrer que pour tout entier n > 1 on a : u,, = 3n2.
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